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Annotatsiya: Chiziqli algebra va funksional analiz fanlarining asosiy 
tushunchalaridan biri bu chiziqli operator tushunchasidir. Shu sababli ham chiziqli 
operatorlarlarni, ular aniqlangan chiziqli fazo va evklid fazolarini hamda bu fazolarda 
berilgan operatorlarlarni muhim xossalari va tatbiqlarini o`rganish juda muhim. 
Masalan, algebra fanidagi chiziqli almashtirishni, matematik fizika tenglamalari 
fanida differensiallashni operator sifatida qarash mumkin shuning uchun ham 
operator xossalarini o`rganish matematika fani nuqtayi nazaridan juda dolzarb 
masaladir. 
Kalit so’zlar: Operator, chiziqli operator, operatorning matritsasi, operatorning 
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Abstract: One of the basic concepts of the sciences of linear algebra and 
functional analysis is the concept of linear operator. Therefore, it is important to 
study linear operators, their defined linear spaces and Euclidean spaces, as well as the 
important properties and applications of the operators given in these spaces. For 
example, linear substitution in algebra, differentiation in mathematical physics 
equations can be considered as an operator, so the study of operator properties is very 
important from the point of view of mathematics. 
Keywords: operator, linear operator, operator matrix, operator color, zero 
operator, unit operator, eigenvector of the matrix, eigenvalue of the matrix, 
characteristic equation, diagonal shape of the matrix of the linear operator. 
 
Matritsalar algebrasining asosiy tushunchalaridan biri - chiziqli operatorlar 
tushunchasidir. Faraz qilaylik bizga 1,L L  chiziqli fazolar berilgan boʻlsin. 
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1-ta’rif. Agar biror A  qoida yoki qonun boʻyicha har bir x L  elementga 1y L  
element mos qoʻyilgan boʻlsa, u holda L  fazoni 1L  fazoga oʻtkazuvchi A  operator 
(almashtirish, akslantirish) aniqlangan deyiladi va y A( x )=  koʻrinishda belgilanadi. 
2-ta’rif. Agar ixtiyoriy , ,x y L R   uchun: 
1) ( ) ( ) ( )A x y A x A y+ = + (operatorning additivligi); 
2) ( ) ( )A x A x = (operatorning bir jinsliligi) munosabatlar oʻrinli boʻlsa, u 
holda bu operator chiziqli operator deyiladi. 
1-misol. 
2 3:A R R→  operator ( ) ( ), , ,= +A x y x y x y  qoida bilan aniqlangan 
boʻlsin, u holda bu operatorning chiziqli operator ekanligini koʻrsating. 
Yechish. Maʻlumki, ( )1 1 1,a x y=  va ( )2 2 2,a x y=  vektor uchun 
( )1 2 1 2 1 2,a a x x y y+ = + + . U holda ( )1 2 1 2 1 2,a a x x y y+ = + +  elementga A  
operatorni taʻsir ettirsak, quyidagiga ega boʻlamiz: 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 2
( ) ( , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( ) ( ).
A a a A x x y y x x y y x x y y
x y x y x y x y A a A a
+ = + + = + + + + + =
= + + + = +
 
Bu esa A  operatorning additivligini koʻrsatadi. 
Endi operatorning bir jinsli ekanligini tekshiramiz. Maʻlumki, 1 1 1( , )ka kx ky= . U 
holda 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( ).A ka A kx ky kx ky kx ky k x y x y kA a= = + = + =  
Demak, biz oʻrganayotgan operator chiziqli operatordir. 
1y A( x ) L=   element x L  elementning aksi, x L  elementning oʻzi esa 1y L  
elementning proobrazi deyiladi. Agar 1L L=  boʻlsa, u holda A  operator L  fazoni 
oʻzini oʻziga akslantiruvchi operator boʻladi. Biz koʻproq fazoni oʻzini oʻziga 
akslantiruvchi operatorlarni oʻrganamiz. 
1-teorema. Har bir :
n nA L L→  chiziqli operatorga berilgan bazisda n − tartibli 
matritsa mos keladi va aksincha har bir n − tartibli matritsaga n  oʻlchovli chiziqli 
fazoni, n  oʻlchovli chiziqli fazoga akslantiruvchi A  chiziqli operator mos keladi. 
Isbot. Faraz qilaylik :
n nA L L→  chiziqli operator boʻlsin. Agar 
 1 2, ,..., nne e e L
 vektorlar sistemasi 
nL  fazoning bazisi boʻlsa, u holda ixtiyoriy 
nx L  elementni bu bazis elementlari orqali yozish mumkin: 
11 ... nnx x e x e= + + . (1) 
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Bu yerda biz A  operatorning chiziqliligidan foydalanib, ( )A x ni quyidagicha 
yoza olamiz: 
( )1 11 1( ) ... ( ) ... ( )n nn nA x A x e x e x A e x A e= + + = + +   (2) 
Bu yerda har bir ( ) ( 1, )iA e i n=  elementlar oʻz navbatida 
nL  fazoning 
elementlari boʻlganligi sababli, bu elementlarni ham 
 1 2, ,..., ne e e
 bazis orqali yozish 
mumkin: 
11( ) ...i ni niA e a e a e= + +   (3) 
U holda (3) dan foydalanib (2) ifodani quyidagicha yozish mumkin: 
1 2 1 21 11 21 1 2 12 22 2
1 2 11 2 11 1 12 2 1
221 1 22 2 2 1 1 2 2
( ) ( ... ) ( ... ) ...
( ... ) ( ... )
( ... ) ... ( ... )
n nn n
nn n n nn n n
nn n n n nn n
A x x a e a e a e x a e a e a e
x a e a e a e a x a x a x e
a x a x a x e a x a x a x e
= + + + + + + + +
+ + + + = + + + +
+ + + + + + + + +   (4) 
Ikkinchi tomondan y A( x )=  element ham 
 1 2, ,..., ne e e
 bazis elementlari 
boʻyicha quyidagi yoyilmaga ega: 
1 21 2 nny A( x ) y e y e ... y e= = + + +   (5) 
Vektorning bitta bazis boʻyicha yoyilmasi yagonaligidan (4) va (5) 
tengliklarning oʻng tomonlarini tenglashtirib, quyidagini olamiz. 
1 11 1 12 2 1
2 21 1 22 2 2
1 1 2 2
n n
n n
n n n nn n
y a x a x ... a x
y a x a x ... a x
............................................
y a x a x ... a x
= + + +

= + + +


 = + + +  







a a ... a
a a ... a
A ,
. . ... .


































   
3-ta’rif. 
( ) ( , 1,2,..., )ijA a i j n= =  matritsa A  operatorning 
 1 2, ,..., ne e e
 
bazisdagi matritsasi, 
( ) ( , 1,2,..., )ijA a i j n= =  matritsaning rangi esa A  operatorning 
rangi deyiladi. 
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L  fazoning barcha vektorlarini   nol vektorga akslantiruvchi ( )x =  operator 
nol operator, ( )E x x=  tenglikni qanoatlantiruvchi operator birlik operator deb 
ataladi. 
2-misol. 










   
berilgan boʻlsin. 1 2 34 3x e e e= − +  vektorning ( )y A x=  aksini toping. 




3 2 4 4 10
1 5 6 3 13




      
      
= − − = −      
      −       


















   
−   → =
    
  
   operatorning matritsasini toping. 
Yechish. 










+   
     
−     = = =
      
    










+   
     
− −     = = =
      
    










+   
     
−     = = =
      
    
     
U holda  













  . 
Chiziqli operatorlar ustida bajariladigan chiziqli amallar bilan tanishib chiqamiz. 
nL  chiziqli fazoda ,A B  operatorlar berilgan boʻlsin. 
4-ta’rif. 
( )( ) ( ) ( )A B x A x B x+ = +
 tenglik bilan aniqlanadigan operatorni ,A B  
operatorlarning yigʻindisi deb ataladi. 
2-teorema. Agar A  va B operatorlar chiziqli operatorlar boʻlsa, u holda  
A B+  operator ham chiziqli operator boʻladi . 
Isbot. Ixtiyoriy ,
nx y R  vektorlar va R  son uchun: 
1) 
( )( ) ( ) ( )A B x y A x y B x y+ + = + + + = ( ) ( ) ( ) ( )+ + + =A x A y B x B y  
( ) ( )( ) ( );= + + +A B x A B y
 
2) 
( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))A B x A x B x A x B x    + = + = + = ( ( ) ( )) + =A x B x  
( )( )  = + A B x  
munosabatlar oʻrinli. Bu esa A B+  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
5-ta’rif. 
( ) ( )( ) ( )AB x B A x=
 tenglik bilan aniqlanadigan, yaʻni ,A B  
operatorlarni ketma-ket bajarishdan hosil boʻlgan A B  operator A va B  
operatorlarning koʻpaytmasi deyiladi. 
3-teorema. Agar A  va B  operatorlar chiziqli operatorlar boʻlsa, u holda A B  
operator ham chiziqli operator boʻladi . 
Isbot. Ixtiyoriy ,
nx y R  vektorlar va R  son uchun: 
1) 
( ) ( ) ( )( ) [ ( )] ( ( ) ( )) ( ) ( );AB x y B A x y B A x A y AB x AB y+ = + = + = +
 
2) 
( )( ) [ ( )] [ ( ( ))] [ ( ( ))] [( )( )]AB x B A x B A x B A x AB x    = = = =
 
munosabat oʻrinli. Bu esa A B  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
6-ta’rif. 
( ) ( )( ) ( )A x A x =
 tenglik bilan aniqlanadigan A  operator A  
operatorlarning   songa koʻpaytmasi deyiladi. 
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4-teorema. Agar A  operator chiziqli operator boʻlsa, u holda A operator ham 
chiziqli operator boʻladi . 
Isbot. Ixtiyoriy,ixtiyoriy ,
nx y R  vektorlar va , R    sonlar uchun: 
1) 
( )( ) [ ( )] ( ( ) ( ))A x y A x y A x A y  + = + = + =
 
( ) ( )( ( )) ( ( )) ( ) ( );A x A y A x A y   = + = +
 
2) 
( )( ) [ ( )] [ ( ( ))] [ ( ( ))] [( )( )]A x A x A x A x A x         = = = =
 
munosabat oʻrinli. Bu esa A  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
Yuqoridagilardan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin. 
I. Ixtiyoriy bazisda chiziqli operatorlar yigʻindisining matritsasi bu 
operatorlarning oʻsha bazisdagi matritsalari yigʻindisiga teng. 
II. Ixtiyoriy bazisda chiziqli operatorlar koʻpaytmasining matritsasi bu 
operatorlarning oʻsha bazisdagi matritsalari koʻpaytmasiga teng. 
III. Biror bir bazisda A  chiziqli operatorning   songa koʻpaytmasini beruvchi 
matritsa bu operatorning shu bazisdagi matritsasini   songa koʻpaytirilganiga teng. 
7-ta’rif. ( )A x  operator uchun 





 operator A  operatorga teskari operator deb ataladi. 
5-teorema. ( )A x  operatorga teskari operator mavjud boʻlishi uchun uning har 
qanday bazisdagi A  matritsasi xosmas boʻlishi zarur va yetarlidir. 
8-ta’rif. Matritsasi xosmas boʻlgan operatorga xosmas operator, deb ataladi. 
4-misol. Quyida  
( )1 2 3 2 1 2 3 1 2 3( , , ) 2 , 2 3 2 , 4 5A x x x x x x x x x x= − + + − +  va 
( )1 2 3 1 2 2 3 2 3( , , ) 3 , 2 , 3B x x x x x x x x x= − + + − +  
operatorlar berilgan. C A B=   operator va uning matritsasi topilsin. 
Yechish. Avval A  va B  matritsalarni topib olamiz: 
1 2 3
0 2 0
( ) 2 , ( ) 3 , ( ) 2
4 1 5
A e A e A e
     
     
= − = =
     
     −      , 
1 2 3
3 1 0
( ) 0 , ( ) 2 , ( ) 1 .
0 1 3
B e B e B e
−     
     
= = =
     
     −       
U holda 
0 2 0 3 1 0
2 3 2 , 0 2 1 .
4 1 5 0 1 3
A B
−   
   
= − =
   
   − −     
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0 4 2







































   
( )2 3 1 2 3 1 2 3( ) 4 2 , 6 2 9 , 12 3 14C x x x x x x x x x= + + + − − + . 
Bitta chiziqli operatorning turli bazislardagi matritsalari orasidagi bogʻlanish 
haqidagi teoremani keltiramiz. 
6-teorema. Agar A  chiziqli operatorning 
 1 2, ,..., ne e e
 va 
 * * *1 2, ,..., ne e e
 
bazislardagi matritsalari mos ravishda A  va A

 matritsalardan iborat boʻlsa, u holda 
1A C AC −=  munosabat oʻrinli boʻladi. Bu yerda C  oʻtish matritsasi deb ataladi. 
5-misol. 1 2
{ , }e e


















 = +  bazisdagi chiziqli operator matritsasini toping. 













  . 
Demak, yangi bazisda operatorning matritsasi quyidagi koʻrinishda boʻladi: 
1
1 2 17 6 1 2 5 01
2 1 6 8 2 1 0 205
A C AC . −
−     
= = =     
−       
9-ta’rif. Agar A  chiziqli operator va   son uchun ( )A x x=  
tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda   son ( )A x  operatorning xos soni, unga mos x  
vektorga esa operatorning xos vektori deb ataladi.  
Yuqoridagi tenglikni operatorning matritsasidan foydalanib yozsak, u holda 
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Bundan   0A E X−  = . 
Bizga maʻlumki bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi har doim trivial 
yechimga ega. Chiziqli tenglamalar sistemasi trivial boʻlmagan yechimga ega boʻlishi 
uchun esa uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinantning qiymati nolga teng 








a a ... a
a a ... a
A E
...












 determinant   ga nisbatan n  darajali koʻphaddir. Bu koʻphad ( )A x  
operatorning xarakteristik koʻphadi deb ataladi. (6) tenglama ( )A x  operatorning 
xarakteristik tenglamasi deyiladi. Chiziqli operatorning xarakteristik koʻphadi bazisni 
tanlashga bogʻliq emas. 
6-misol. ( )1 2 3 1 2 3 1 3( ) 2 2 , 5 3 3 , 2A x x x x x x x x x= − + − + − −  operatorning xos soni 
va xos vektorlarini toping. 





































− − + =

− + + =

− − + =  
Bundan xarakteristik koʻphadni topamiz: 
( ) ( )
3
2 1 2







 − − = − +
− − −
 













− − =  
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 −   
matritsaning xos soni va xos vektorlarini toping. 
Yechish. Xarakteristik tenglamani tuzib yechamiz: 
7 2 0















− + − + =
= = =
 












− + − = 
− + =   
tenglamalar sistemasidan aniqlanadi. 1x m= , deb qabul qilib, 2 32 , 2x m x m= =  









mi mj mk = − + −
 xos vektorlarni topamiz.  
8-misol. Agar 










   matritsasi bilan berilgan boʻlsa, 1 2 34 3x e e e= − +  vektorning 
( )y A x=
 aksini toping. 




3 2 4 4 10
1 5 6 3 13




       
       
= −  − = −
       
       −        Demak, 
1 2 310 13 18y e e e= − −  
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= +  bazisda A  operatorning matritsasini toping. 












   
Demak,  
1 1 2 17 6 1 2 1 2 1 2 5 01
2 1 6 8 2 1 8 4 2 1 0 205
B C AC−
− −           
= =   =  =           
− −           
 


















= +  bazisda chiziqli operatorning matritsasini toping.  










   
koʻrinishda. Yangi 
'
1 1 2 3
'
2 1 2 3
'
3 1 2 3
2 2 2e e e e
e e e e
e e e e
 = + +


 = − +

= + −  bazisda A  operatorning matritsasini toping. 
12-misol. 
( ) ( )1 3 2 3 1 2 32 ; 4 2 ; 3A x x x x x x x x= + − + −  operatorni chiziqlilikka 
tekshiring. 
Yechish. Operatorni chiziqlilikka tekshirish uchun 
( ) ( ) ( )A x y A x A y+ = +
 
hamda 
( ) ( )A x A x =
 tengliklarni bajarilishini tekshirish kifoya.  
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
1 1 3 3
2 2 3 3




x y x y
A x y x y x y
x y x y x y
 + + +
 
+ = + − + = 
 + + + − + 
1 3 1 3
2 3 2 3
1 2 3 1 2 3
2 2
4 2 4 2
3 3
+ + + 
 
− + − =
 
 + − + + − 
x x y y
x x y y
x x x y y y
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( ) ( )
1 3 1 3
2 3 2 3
1 2 3 1 2 3
2 2
4 2 4 2
3 3
x x y y
x x y y A x A y
x x x y y y
+ +   
   
= − + − = +
   
   + − + −     
( ) ( )
1 3 1 3
2 3 2 3
1 2 3 1 2 3
2 2
4 2 4 2
3 3
x x x x
A x x x x x A x
x x x x x x
 
    
  
+ +   
   
= − = − =
   
   + − + −     






   matritsa bilan berilgan. Chiziqli 
operatorning hos qiymatlari va hos vektorlarini toping. 













1 22 35 0, 5, 7   − − = = − =  
1 5 = −  xos qiymatga mos ( )
(1)
1 2;=X x x  xos vektorni topamiz. Buning uchun 
quyidagi tenglamani yechamiz: 
( ) 11 2 1
2
6 4 0
5, , , 1,5
9 6 0
x
A E x x x
x
  
    
= − −  =  = = −    
      
Agar 1x C=  deb olsak, 2 1,5= −x C  boʻladi. Demak ( )
(1)
; 1.5x c c= −
 vector A  
operatorning 1 5 = −  xos qiymatiga mos xos vector boʻladi. Xuddi shunga oʻxshab 






x C C C
 
=  
   aniqlash mumkin. 
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